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CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE TSI - MODELISATION

PARTIE Il - ETUDE DE LA PHASE PRECEDANT LA MISE A L'EAU DE LA BOULE A VAGUES

Q1. Loi de la puissance cinétique
Dans un référentiel galiléen, la somme des puissances des forces extérieures exercées sur I'ensemble
{cable ; boule avague} est égale a la dérivée de son énergie cinétique par rapport au temps

Q2. Vitesse du centre de gravité

7 A = 1 ]
Ve pouteo = d.0x E. = EdeBZ

Q3. Expression des puissances mises en jeu :

Du a la force de gravité : P, = —mgd# sin @
Du aux frottements visqueux : Py = R

Q4. Equation différentielle de I'évolution de I'angle
dEc

dt
md?66 = —mgd® sin 6 — b6?

=

9+Pf

md?6 = —mgd sin6 — bé

Q5. Démonstration de la forme de l'équation
En posant : 0 ~ 0 donc sinf =6 on obtient: md?8 = —mgd6 — b6 (1)

Q6. Equation caractéristique de I'équation différentielle (1) et son discriminant.
md?r? + br + mgd = 0 A= b? — 4m?d3g

Q7. Valeur maximale que peut prendre le coefficient de frottement visqueux

A< 0 donc b<.4m?d3g

AN: b<5397
Q8. Expression de'l'angle
. ! . e —b+i/-bZ+4m2d3 . .
Racines de I'équation caractéristiques : - Zm;m 9 soit utiw

Solution générale : 8(t) = e**(Acoswt + B sinwt)
Conditions initiales : 8(0) = 8, et §(0) = 0
Solution de 1’équation linéarisée (1) : 8(t) = e#8,cos wt

Q9. Ecart entre les deux courbes
Il est insignifiant. On pourrait supposer que I'équation exacte posséde un ordre supérieur a 2, mais
avec des p6les qui sont largement non dominant.
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Q10. Construire une représentation graphique de cette vitesse.

vitesse
4 mis
temps
-
0 L4 I I 14

Q11. Exprimer la vitesse du chariot

Phasel,deOétl:}i:AT—“xt Phase 2, de tlétz:f{:f{mu
1

Phase 3,de tyats: A = Adpay —fm—‘;“(t —ty) Phase 4, de t3ats: A =0

3tz

Q12. En déduire I'expression de I'accélération

Phasel,deOétl:/’{=l”:—“ Phase2,de tiat;: A =0
1

Phase 3, de tzétg:f{=—jm“:‘ Phase 4,de t:ats: A =0

37tz

Q13. Résolution de I'équation sans second membre.
A= 1500% — 4.1440.4710 = —24 879 600 ~ 500072

1500 ; 5000
=21440 0 2 9T 21440”

u 1,7

Solution sans second membre : 8(t) = e /2(Acos 1,7t + B sin1,7t)

Q14. Solution particuliere de I'équation avec second membre.

Solution particuliére : 8(t) = % ~ —0.08

Q15. Solution générale de I'équation avec second membre
t
Solution générale : 6(t) =e 2(Acos1,7t + B sin1,7t) — 0.08

Q16. Identification des quatre phases de la mise a 'eau
Phase 1:de to=0ati=5s

Phase 2 :de t;at>=15s
Phase 3:det,at:=20s
Phase 4 : aprés ts

Q17. Respect du critere d’angle maximal
Non car on dépasse 6°

Q18. Temps d'attente
’écart de 10 cm impose un angle inférieur 8 0.1/d (en assimilant sin@ = 8) soit 0,03rad soit 2°

Cela est vrai a partir de t=21s, ce qui implique que la phase 4 doit durer au moins 1 seconde.
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PARTIE IIl - ESTIMATION DU TEMPS REEL D’UTILISATION DE LA BOULE A VAGUES

ap 1
fo 0
Q20.Expression de P(An.1)

P(An+1) = P(An+1\An)-P(An) +P(An+1\Rn)-P(Rn) +P(An+1\Fn)-P(Fn)

Q21. Expression de Z.1

Q19. Matrice colonne

Zp+1 = U.Z, Donc par récurrence Vn € N,Z, = U". Z,

Q22. Polynéme caractéristique :
wy(X) =det(X.I; — U)

x=01 -08 —05
=l -01 x-02 -01
—08 0 x-04

= (x1)(x - 0,1)(x + 0,4)

Q23. Valeurs propres
Ce sont les racines du polynéme caractéristique : 1;-0,4; 0,1

Q24. Diagonalisable
Oui car elle admet trois valeurs propres distinctes.

Q25. Matrice D et P

1 0 0 24 -3 -1
D=P'WPavecD=({0 01 0 |etP=(7 -5 0 )
A

0 0 -0 32 8 1

Q26. Expression de U"
Comme D = P~1UPune récurrence montre que :

1 0 0
Vn € N,U" =PD"P~1 =P (0 0,1" 0 )P‘l
0 0 (-04)

Q27. Démonstration

1/63 1/63 1/63
En inversant la matrice on obtient: P71 = ( 1/45 —8/45 1/45 )
—-24/35 32/35 11/35

Q28. Calculer la position stable de la boule.
a =0.1a +08r + 0.5f
On résout le systéme f=08a+04f Ce quidonne a=8/21;r=1/9;f=32/63
at+tr+f=1

Q29. Interprétation quant au temps réel d’utilisation de la boule.
La boule est donc utilisé a environ 50% du temps dans la piscine, elle est rangée 38% du temps eten
panne 11% du temps.
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PARTIE IV - MODELE POUR LA REALISATION DE LA COMMANDE DE LA BOULE A VAGUES

Q30. A partir d’une étude géométrique
§ =lzsina +1ysinp en considérant § ~ g

on obtient d=lIlzsina+1y (1)

Q31. Expression de I'effort vertical
En utilisant le PFD sur I'axe vertical : Poids + Feqy/sphere = Ma- 5 et le résultat (1)

— 2 .
Feau/sphére =mg + l;a*m, sina

Q32. Expression du rayon
En utilisant Pythagore : T2(y) + (R — y)* = R?

D'ou: r(y)=./2Ry—y?

Q33. Justification du calcul du volume immergé de la sphére
e €
V) = [ mrto)dy = [ m@Ry - y)dy
0 0

Q34. Expression littérale du volume immergé
3

e
V(e) = Rme? — T

3

Expression de la poussée d’Archimede : I o ISLKAENED, NGER= (Re2 - %) Meau-G

Q35. A I'équilibre
En appliquant le PFS: Fypep + poids = 0

3
Re? — < =
e '#Ea‘u_'g mg

3
3m
2— = 3.R —e
€% Ueqy T
Soit %=C—e avec C =3R et R
e Heqy T
AN: C=21m et D=0,15m>

Q36. Equation de la tangente & la courbe & la position d’équilibre
On dérive la fonction w : @ = K(2Re — e?)

3
e .
Donc I’équation de la tangente devient w = K(ZReequi - eequiz)e + J‘((Rtfzeqm-2 — e /3)
Q37. Modele linéaire de la poussée d’Archimede
3
e .
Farch = K(ZReequi - eequiz)e + K(Reequiz — e /3) enposant K = . Uegy. g

Donc Fyop =k.e+F,

3
e P
avec k =m. Heau-9- (ZReEqui - eeqmz) et FO =T Hequ- G- (Reequiz — /3)
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Q38. Transformée de Laplace d'une fonction retardée

E,(p) = f fu(DePtdt
0

Comme f,(t) = f(t —a) onobtient F,(p) = fowf(t —a)e Pldt

En faisant le changement de variableu =t —a

) = fooof(u)e—p(u+a)du —ePa fowf(u)e_pudu = e PeE(p)

Q39. Transformée de Laplace de I'équation différentielle
mPZYG (p) = Fext(p) - k(YG (p) - YG (p). e_rp)

Fexe(P)
mp? + k(1 —e~™)

YG(P) =

Q40. Pulsation nécessaire pour obtenir les vagues de plus grandes amplitudes.
’amplitude maximum est pour la pulsationw = 1,4 rad. s *

Q41. Autre phénomene a prendre en compte pour enrichir le modele de cette étude
Il faudrait tenir compte de la réflexion des vagues sur les parois du bassin.

La société Wow Company utilise un logiciel de simulation pour trouver la meilleure position
d'implantation de la boule a vague compte tenu des formes et dimensions de la piscine.
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