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CORRIGE MODELISATION CCP TSI 2015

I. Modélisation du générateur piézoélectrique

I.A Modéle d'excitation équivalent

Question L.1
Onisole E={ S,,m }.

Bilan des actions mécaniques extérieures

Xgp Lgp 0 0
{Sg = E}= {Ygp Mpp; ;{pesanteur - E}= {-m-g 0] (Bo = (eney2; )
0 ZBP NBP Bo A 0 0 Bo

Question 1.2

L'ensemble indéformable E est en translation.
-m-y-&, 0 0
{D(E/SR)} = { . Y} = [m. Y 0 ]

Question 1.3
M, (pesanteur > E)=0+0AA-m g-e;=-l-m-g-¢&,
Application du PFD 2 E :

Xpp =10 Lgp =0
Ygp—m-g=m-y Mgp =0
ZBP:O ng_l'm'g:l'm'y
0 0
Aufinal : {S; = E} = [m.(g+ Y) 0
o 0 I'm-(g+v))y
Question 1.4

On isole la poutre Sp

X L 0 0 0 0
oz N, Ao o), olo U

Application du PFS :

Y+f=0 M=0
Z=0 N+f-1=0

Question L5

En imposant f = —m - (g +y) etd’aprés le principe de Saint-Venant, le modgle statique est équivalent, du point de vue de
l'application des efforts sur la poutre, au modeéle dynamique
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I.B Déformation et raideur équivalente de la poutre

Question 1.6
T 0 0
coh  _ }f 0 sMy, =f-(l—x)
G €10;A[ [ _ ] » Sz
o0 f-(—x) B
Question 1.7

2

Elp s ()= f (L)
GZ'dxz X _f - X

dv x2 dv
E- .’GZ_;(x) =f- (l e —?) +C OrE(O) = 0 (encastrementen 0) = C, =0

2 3
E-I,v(ix)=f" (l -x?— %) + C, Or v(0) = 0 (encastrementen 0) = C; =0

B f x2  x3
ve) _E"Icz (l?_?)

Question 1.8

_fP _f 3E-l
OIS T T T T

Application numérique : k=5.25N/mm

II.Modélisation mécanique simplifiée du générateur piézoélectrique

II.A Modele d'excitation équivalent

Question I1.1

L'équation (1) est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants homogéne sur [z, +cc]. On donne
u(0) et 12(0), donc (1) admet une unique solution sur [T, +00].

. . . P i/ 4km— Z
Les racines complexes de 1'équation caractéristique sont : 1y ; = ——2” Ao > £
! m m
I Jakm—p?
a=+-—et f=
Zm Zm

Question I1.2

En= [ ft)u(t)dt. Cette intégrale est définie car il existe TtqV £ > 7, f(t) = 0 donc E,, = [I f(O)yu(t)dt + [0 dt

+oo | . .. - N T
E. = [, (u(t))*dt etu(t) est majorée en valeur absolue par Ke~*" ol K est une constante. L’intégrale est donc convergente et
E, est donc bien définie.

Question IL.3
t = A, cos(Bt) + Aysin(Bt) est une fonction bornée. lim;_,,, e~ ** = 0 donc lim,_q, u(t) =0
On montre de méme que lim,_, it(t) =0

Question I1.4

+oo +co

E,= | fOut)dt= j [mii(t) + pi(t) + ku(t)]i()dt

0 0

+oo

= j mit()w(e) + pi?(t) + ku(®)u(t) dt
1]

+oo

= %[uz(r)]g‘” + ,uf u?(t) dt +§[u2(r)]$°°

0
m k i
Z—E HOZ—EHOZ-I-EEE

i . s Ee He
E, = —E,+ —E, D’on : ==
m 00 pee Eo+Em  H
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I1.B Efficacité du générateur soumis a une excitation harmonique
Question IL.5

Soient (u,v,w) € e eta € R
s <uv>=<vu>caru()v(t) =v()ul®) vt € Rdonc <-,-> est symétrique
& <au+v,w>=a<uw>+<v,w > parlinarité de I'intégration donc <-,-> est linéaire a gauche
s <uu>= f;m u?(t) dt = 0car car t — u?(t) est positive.
s <yu>= f;m ur(t)dt =0 e vt e R, u(t) = 0 car t — u?(t) est continue et positive.

Donc <-,-> est bilinéaire, symétrique et définie positive. Donc <-,-> est bien un produit scalaire.

Question IL.6

T

1
<v,w>= T f V sin(wt) W cos(wt + ) dt
1]

T
= : f VW (sin(wt)cos(wt)cos () — sin®(wt)sin(P))dt
1]

T
1 sin?(wt)]" sinQwt) ¢
=z 1141% ([—Zcu L cos(y) — [— P ;L sin(y)
oW
= ———sin W)
1T £ 1 t+y]" w2
sww>=g J; W cos* (iR lSIee il Lm sinQwt +29) T 2 ]0 2

Question I1.7
mp* U(p) + pup U(p) +k U(p) = F(p)

_U@ _ 1
F(p) k+pp + mp?

H(p)

Question I1.8

—mw?Ae'@t) 4 ipwAel@tte) 4 Ael@ o) = f pll@D)
(—me*+ipw+k)Ade? =f,

Ael? = fo
k—mow?+ipw
D’ou
_ fo
J(k — maw?) + p? w?
@) k — mw?
cos(@) =
Jk —mw?) + p? w?
sin(gp) = @

_\/(k—mwz) + p? w?
Question I1.9

. r . wAfo
B,=<f,u>= f wA cos(wt + @) fysin(wt) dt = — > sin(g)
1]
T ECUZAZ
P = <uiu>= f (wA)? cos?(wt + @)dt = a 5
1]

Question IL1.10

Eeff = ;—; = % (en injectant les résultats des question II-8 et 1I-9)

On retombe sur le résultat du 11.4
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Question I1.11

P, = —u, —21*—— cette quantité est bien maximal = |X
e = —He = 7y celte quantité est bien maximale pour w = =
2(u?-m7)

Application numérique : m = %: 50¢g

Question I1.12

. . . . . dm\ 2 2k
Une incertitude de u (@) = 5% sur la valeur de @ entraine une incertitude u(m) = (ﬁ) u2(w) = i 0.005 sur la masse m

Pour un élargissement & 95 %, le facteur d'élargissement est de 2, U(m) = 2*u(m)
U(m) 2k W

—2 =2.22.005-— = 209
m w? k %

III. Modélisation électromécanique couplée du générateur
piézoélectrique

ITI.A Changement de variable

Question I11.1
dY(s)
ds

=K-L-X(as)

II1.B Réduction de la matrice M

Question II1.2

X(x) =det(x.;, —M)=x>+6x*+28x +40 = (x+2)(x* + 4x + 20)
Question II1.3
X admet une seule racine réelle et deux racines complexes, donc n'est pas diagonalisable dans R.

M est cependant diagonalisable dans C.

III.C Résolution du systeme différentiel homogene

Question I11.4

det(R) = 160 # 0 donc R est inversible.

Question IIL.5

On vérifie bien que QQ =I5, donc Q est inversibleet Q' = @

Question IIL.6

P = RQ étant le produit de 2 matrices inversibles, elle est inversible. P~ = Q' R™!

Question II1.7

dzZ dy dzZ dy
—=D-Z&®—=P.—=P-D-Z=P-P'-M-P-Z=M-Yo&—=M-Y
ds ds ds ds
Question IIL.8
7, (s) z;(s) = =2 z.(s) 7,(s) = 7 0e 7%
On pose alors Z(s) = z,(s) | soit Zye) = (=2 4+ 40)z,(S) d’ov { z,(s) = 22,09(_2 +4i)s
73(s) Zye) = (=2 — 4i)z3(s) 23(5) = 23 g "2

21,0
donc 3Z, = (Zz,o) tq Z(s) = Ey(s) Zo

Z3,0
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Question II1.9

9—25 2 . 0 . . . 0 . 9_25 2 0 0
Ey) = 0 e'™+e™™ e —e') )= 0 2cos(4s) 2sin (4s)
V2 \ i(e? — e 45) ot p o4 V2 \o —2sin (4s) 2cos (4s)

E, (s) est bien a coefficients réels

Question IIL.10

Y(s)=P-Z(s) = PE,(s)Zy=PQ 'E;()Q P'Y, =RQQ 'E;(s)Q Q"'R™'Y; =R E,(S)R7'Y, = N(s)Y,
Question II1.11

Y(s)=Y(s) @ N(s)Y, = N(sS)Y, @ N(s)Y, = N, @ N(s)Yy = NEY, =Y,

L’ensemble des solutions & valeurs réelles de (4) est Y(s) = N(s)Y, avec ¥, € M3, (R)

III.D Efficacité du générateur et lien avec le modele simplifié

Question I1I-12

1

Eu(afs) l U 5 + 4cos(4s) + 3 cos(4s) 025
Y(s) =| v(as) | =N(s)Y, =N(s) B = 5cos(4s) — 5 TR

a ., 10 cos(4s) — 20 sin(4s) — 10 B

Eu(afs) 0

Question I1I-13

5 4t 2t
v(t) = g(cos (E) — 1) e @y
Question I11-14

4t
t - (5cos(4t) — 5)% est bornée et donc t — e~ a est intégrable sur [0, +oo donc l'intégrale est bien définie

Question III-15

J.oo oot cos(be) dt = [( acos(bt) ‘ bsin(bt)) e"“] a
1]

Cb2+a? b2 +a? 0:b2+a2

Autre méthode :

oo (s3] ) _1 a
—-a — —a+bi — —_
J; e~ cos(bt) dt = Re (J; el-a+bdt gy ) = Re (—a " bi) =y

2

1(*/5 _2t 4t
E, = EJ; (@e @ (cos (E) - 1) uo) dt
25uk , (At 4t _at
:64R,82J; (cos (E)—ZCOS(E)—FI)Q a dt

25u2 J"” (1 (8t) 1 5 (4t) 1) 'ﬂdt
= = — - — o
GaRE? ), 5c0s(—)+5—2cos{—) + 1)e
+

25u2 (10: N 30:)
T 64RB2\220 "8 8
25u2 3a
~ 64RB% 20
15 uia
E, =cv ——r0
256 RB
Question III-16
15a u}

256 Rp?Z 15 1
Ceff =7 1. . 128 KRRZ
%kuﬁ 128 kRf

Dol g, = peesr =068 N.m™ . s
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